
第八章 假设检验

 为了推断总体的某些未知特性,提出关于总体的

某种推断或猜测，即假设；然后通过试验，抽取
样本，根据样本信息对“假设”的正确性进行判
断，即检验。

 假设检验包括：对总体参数的假设检验；

对总体分布的假设检验；

独立性检验等等。



§8.1 假设检验的基本概念

 一. 问题的提出

 例8.1.1：某厂生产的一种保健食品.已知在正常
的情况下,每瓶保健品的重量(单位:千克)服从均
值为25.0的正态分布（ 标准差为0.1 ）.某天开工
后,随机抽取9瓶,测得其平均重量为24.94,试问该
天生产是否正常?

H0:µ =25; H1: µ ≠25 



 例8.1.2：某厂生产一批产品，要求次品率不超过
5%。随机抽取50件，发现有4件次品，问产品能
否出厂？

 例8.1.3：抽取某校高数试卷60份，得60个数据。
问能否由此认为成绩服从正态分布？

H0: X服从正态分布 

H0:p≤0.05; H1: p>0.05 



 假设：根据实际问题的要求而提出的关于总体的
某个命题，称为假设，记为H。

 假设分为原假设（或零假设，记为H0 ）和备择
假设（或对立假设，记为H1 ）。

 检验：根据样本观测值来判断H0的真伪的过程
称为检验。若作出“H0不成立”的结论，则称
拒绝H0（或接受H1 ）；反之则称不拒绝H0（或
接受H0或拒绝H1 ）。



 二. 假设检验基本步骤

 (1) 根据实际问题提出原假设和备择假设；

 (2) 根据原假设构造一个合适的统计量，满足在

原假设为真时，统计量的分布已知且与参数无关
；

 (3) 根据给定的显著性水平，确定临界值和拒绝
域（对原假设不利的小概率事件）；

 (4) 根据样本观察值，计算统计量的值，并做出
判断。



 例8.1.1：某厂生产的一种保健食品.已知在正常
的情况下,每瓶保健品的重量(单位:千克)服从均
值为25.0的正态分布（ 标准差为0.1 ）.某天开工
后,随机抽取9瓶,测得其平均重量为24.94,试问该
天生产是否正常?

 1. 提出假设

 2. 构造统计量

若原假设为真，样本均值与25的差距不会太大。选
取合适的k，当                     时，拒绝原假设H0

H0:µ =25; H1: µ ≠25 

| 25 |X k− >



 令

其中σ=0.1，当H0为真时, U~N(0,1)。
 3. 给定一个小概率α (显著性水平，即犯错的概

率),

 即

 于是得到拒绝域：
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 接受域：

 若取α=0.05，则拒绝域：

 4.而

所以接受原假设，即认为该日生产正常。
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 三.假设检验中的两类错误

 一般情况下，犯两类错误的概率存在此消彼长的
关系，不能同时达到最小。奈曼-皮尔逊原则是
首先控制犯第一类错误的概率≤α，然后尽量降
低犯第二类错误的概率。

客观

主观

H0真 H0不真

拒绝H0 第一类错误
(弃真)

不拒绝H0 第二类错误
(存伪)



 第一类错误与第二类错误的计算

 第一类错误即显著性水平；第二类错误较为复杂
。以例8.1.1为例：
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四. p-值检验法

当给定的显著性水平大于p-值时，拒绝原假设，否则不

拒绝原假设。即p-值越小越拒绝原假设。

p-值的定义：假设在检验时所考虑的拒绝域为W={|T|> λ}，
若根据样本观测值计算出来的统计量值为t，则p=P(|T|>t)。

tλ

α
p

假设检验的三种方法：
1. 构造拒绝域；
2. 寻找置信区间；
3. 计算p-值（多用于计算机）

tλ

α

p

-t -λ



一. 单个正态总体均值的检验

设总体X~N(µ ,σ 2), X1,X2,…,Xn是来自X的样本, 

1.方差σ 2已知

§8.2  正态总体均值的检验

, 检验H0:µ = µ0;  H1: µ ≠ µ0

构造统计量：

当H0为真时, U~N(0,1)

令
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|U|越大，对原假设越不利，故

拒绝域应是形为{|U|>c}的事件。

则 故W为水平α的拒绝域。

以下均假设显著性水平为α 。

考虑总体均值μ的
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方差已知时的单边假设检验

(1)方差σ 2已知 , 检验H0: µ=µ0;  H1: µ >µ0

检验统计量同前：

故
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又因为

U越大，对原假设越不利，故拒绝域应是形为{U>c}的
小概率事件。

当H0 为真时，U～N(0, 1)

为水平α的拒绝域。



(2)方差σ 2已知 , 检验H0:µ =µ0;  H1: µ <µ0

检验统计量同前：  

对应的拒绝域为：
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2.方差σ 2未知，检验H0:µ = µ0;  H1: µ ≠ µ0

构造统计量

当H0为真时, T~t(n-1)

对给定显著性水平α , 检验拒绝域为
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方差未知时的单边假设检验

(1)检验H0:µ ≤µ0(或µ =µ0)；  H1: µ >µ0

(2)检验H0:µ ≥µ0(或µ =µ0)； H1: µ <µ0

统计量 0−
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X
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二. 两个正态总体均值的检验

检验H0: µ1 =µ2;  H1: µ1 ≠µ2
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构造统计量:

当H0为真时, T~t(n1+n2-2)

拒绝域为： { }
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 三.基于成对数据的假设检验

 设(X1,Y1),(X2,Y2),…,(Xn,Yn)为独立同分布的二维
正态总体样本, 令Zi=Xi-Yi,i=1,2,…n。则Zi=独立
同分布，且服从N(µ ,σ 2)，

 检验H0: µ=0;  H1: µ ≠0

 构造统计量:                      其中SZ为Zi的样本标准
差。

 当H0为真时, T~t(n-1)。拒绝域为：

 注：与两总体均值差的检验不同处在哪里？
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 例8.2.1：比较两种安眠药的疗效，以10个失眠

患者作为实验对象。对每个患者服药后，记录其
延长的睡眠时间（单位：小时），数据如下：问
在显著性水平α=0.05下，两种药品是否有显著
差异？

A 1.9 0.8 1.1 0.1 -0.1 4.4 5.5 1.6 4.6 3.4
B 0.7 -1.6 -0.2 -1.2 -0.1 3.4 3.7 0.8 0 2.0



一. 单个正态总体方差的检验

设总体X~N(µ ,σ 2), X1,X2,…,Xn是来自X的样本, 

§8.3   正态总体方差的检验

1. 

构造统计量

当H0为真时, χ2 ~ χ2 (n-1)

以下均考虑显著性水平为α 的假设检验。

故检验拒绝域为

{ } { }
2 2

2 2 2 2
1

( 1) ( 1)
−

= < − > −W n nα αχ χ χ χ

—χ2检验法H H2 2 2 2
0 0 1 0: ; :σ σ σ σ= ≠

2
2

2
0

( 1)−
=

n S
χ

σ

2

2 ( 1)−nαχ
2

2
1

( 1)
−

−nαχ

考虑σ2的区间估计，则

主元为
2

2 2
2

( 1) ( 1)n S nχ χ
σ
−

= −

2 2 2

1
2 2

2

( 1) ( 1)n nα αχ χ χ

σ

−
− ≤ ≤ −由

可得 的区间估计。



单个正态总体方差的单边检验

(1)

检验统计量：

拒绝域为：
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例8.3.1 某厂生产的铜丝，质量一向比较稳定，今从中
随机抽取10根检查其折断力，测得数据（单位：千克）如
下：  575  576  570  569  572  582  577  580  572  585   
设铜丝的折断力服从正态分布，试问在显著性水平0.05下是
否可以相信该厂生产的铜丝折断力的方差为64？  

解：

检验统计量：

拒绝域为：

2
2

2
0

( 1)−
=

n S
χ

σ

2 2
0 1: 64; : 64= ≠H Hσ σ

{ } { }
{ } { }

2 2

2 2 2 2
1

2 2

(9) (9)

2.7 19.02

−
= < >

= < >





W α αχ χ χ χ

χ χ

检验统计量的值为： 2 251.6/64 3.93= ≈χ

结论：因为2.7<3.93<19.02,所以不拒绝原假设，即认
为该厂生产的铜丝折断力的方差为64。



二.   两个正态总体方差的检验

检验

构造统计量

当H0为真时, F~F(n1-1,n2-1)
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例8.3.3 甲乙两个农业试验区各分10个小区，各小区面积相等，
作种植玉米的试验。甲区除施磷肥外，其它条件与乙区相
同，试验结果玉米产量（单位：千克）如下：

甲：  62  57  65  60  63  58  57  60  60  58   
乙： 56  59  56  57  58  57  60  55  57  55
设甲乙各小区的玉米产量均服从正态分布。

（1）在显著性水平0.1下，甲乙区玉米产量方差是否相同？

（2）在显著性水平0.05下，施磷肥对玉米产量有无影响？



（1）方差的齐性检验

检验统计量：

拒绝域为：

2 2 2 2
0 1 2 1 1 2: ; := ≠H Hσ σ σ σ

统计量的值为： 64/24 2.667= ≈f

结论：
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因为1/3.18<2.667<3.18,所以不拒绝原假设，
即认为方差相同。

解：设甲乙两区的产量分别服从分布 ),(),( 2
22
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（2）均值的比较

检验统计量：

拒绝域为：

0 1 2 1 1 2: ; := ≠H Hµ µ µ µ

统计量的值为： 3.034≈t

结论：
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因为3.034>2.1，所以拒绝原假设，即认为

施磷肥对玉米产量有影响。
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例： 单个正态总体均值的假设检验和区间估计

设总体X~N(µ ,σ 2), X1,X2,…,Xn是来自X的样本, 

1. 检验H0:µ = µ0;  H1: µ ≠ µ0

( )2σ 未知

统计量： 0X
T

S n
µ−

=

{ }
2
( 1)W T t nα= > −拒绝域为

2. 考虑总体均值μ的点估计，
则主元为

(0,1)XT N
n
µ

σ
−

= 

2

X u
n

α

µ
σ
−

≤由 可得

关于假设检验与区间估计的关系

2

0

0
2 2

( 1)

{ }

XW t n
S n

S SX t X t
n n

α

α α

α

µ

µ

 − = ≤ − 
  

= − ≤ ≤ +

检验水平为 的接受域为

2 2

[ , ]S SX t X t
n nα α

α

− +

置信度为1- 的置信区间为



§8.4 拟合优度检验

 总体X~F(x)类型未知，F0(x)是已知的可能含有
未知参数的分布函数。X1,…,Xn是样本， F0(x)称
为理论分布。

 假设检验：H0:F(x)=F0(x)； H1:F(x)≠F0(x)。
 或更一般的：

 称为拟合优度检验。

0 0 1 0: ( ) ( ; ); : ( ) ( ; )H F x F x H F x F xθ θ= ≠



 先考虑最简单的情况：

 1.计算样本X1,…,Xn中xi的频数ni，i=1,2,…,k；
 2.计算实际频数与理论频数的差距，构造皮尔逊

检验统计量：

 3.因为χ2的极限分布为 χ2(k-1)，于是拒绝域为
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0 : ( ) , 1, 2, , .i iH P X x p i k= = = 



 再考虑复杂的情况：

 1.计算样本X1,…,Xn中xi的频数ni，i=1,2,…,k；
 2.计算实际频数与理论频数的差距，构造皮尔逊

检验统计量：

 3.因为χ2的极限分布为 χ2(k-r-1)，于是拒绝域为

0 : ( ) ( ), 1, 2, , . r
i iH P X x p i k Rθ θ= = = ∈

2 2{ ( 1)}W k rαχ χ= > − −

2
2

1

ˆ( ( )) ˆ,ˆ( )
i

k
i

i i

n np

np

θ
χ θ θ

θ=

−
= ∑ 其中 为 的极大似然估计。



 下面介绍一般χ2拟合检验法的基本想法：

 1.把随机试验的样本空间分成k个互不相容的事
件A1,A2,…,Ak，也称为k个组；这样就可以通过

每一组上概率是否相等来检验原假设了（离散化
）。

 2.计算样本X1,…,Xn落在每一组上的实际频数ni； 
，i=1,2,…,k；

0 0 1 0

0 0 1 0

: ( ) ( ); : ( ) ( )
: ( ) ( ; ); : ( ) ( ; )

H F x F x H F x F x
H F x F x H F x F xθ θ

= ≠

= ≠

或



 3.计算落在每一组上的理论频数n pi ,其中pi 是当
H0为真时，落在每一组上的概率；若分布族存
在参数θ，则计算参数θ的极大似然估计，得到pi
的估计如下：

 4.当H0为真时，计算皮尔逊拟合检验统计量

2
2

1

2
2

1

( )

ˆ( ) ˆ ˆˆ, ( | ),
ˆ

i

i

i

k
i

i i

k
i

i
i i

n np
np

n np
p P X A

np

χ

χ θ θ θ θ

=

=

−
=

−
= = ∈ =

∑

∑

或

其中 为 的极大似然估计。

ˆ ˆˆ ( | ),
i ip P X A θ θ θ θ= ∈ = 其中 为 的极大似然估计。



 上述构造出的统计量，取值越大，越应该拒绝原
假设。但要确定一个比较大的临界值，就需要知
道统计量的分布。

 定理：（Pearson-Fisher定理）在H0为真时，不
论总体服从什么分布，当n很大时，上述定义的
统计量χ2服从自由度为k-r-1的χ2分布，其中r是
F0(x)中未知参数的个数。即

2
2 2

1

ˆ( )
( 1)

ˆ

k
di i

i i

n np
k r

np
χ χ

=

−
= → − −∑



 5.给定显著性水平α，拒绝域为

 注：1.上述方法称为χ2拟合检验法。它只适合于
大样本情况，一般要求样本容量不低于50。

 2.每一组上的n pi 不能太小，一般不少于5；如果
小于5，可和临近的组进行合并。分组数k 是一
般为n/5—n/10之间，当n很大时，一般取20组即
可。

 3.分布中如果含有未知参数，则计算统计量值之
前要先对其进行估计，一般采用极大似然估计。

W k r2 2{ ( 1)}αχ χ= > − −



 例8.4.1：假设某企业早、中、晚三班在发生事故
的概率上无差别，均为1/3。一段时间记录到15
次生产事故，其中早、晚各6次，中班3次。这些

数据使人怀疑各班次的事故率不完全相同，需要
进一步检验早、中、晚三班在发生事故的概率。

 解：

23
2 2 2

0.05
1

( )
1.2 (3 1)= (2) 5.991i i

i i

n np
np αχ χ χ

=

−
= = < − =∑



 例8.4.2：在一实验中，每隔一定时间观察一次由
某种铀所放射的到达计数器的α粒子数，共观察
了100次，得结果如下：

 其中ni是观测到有xi个粒子的频数。试问到达计
数器的α粒子数是否服从泊松分布？

 解：设X表示到达计数器的α粒子数，则需检验 
H0：X~P(λ)。

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ≥12

ni 1 5 16 17 26 11 9 9 2 1 2 1 0



 （1）对样本空间进行分组。因为X取值是离散

的，初分组时可以考虑一个取值一组，因此先分
为13组。适当合并后为8组。

 （2）每一组的实际频数已经在表里列出。

 （3）计算每一组的理论频数。显然理论概率中

含有未知参数，因此我们需要对其进行估计。而
参数λ显然就是总体均值，因此它的极大似然估
计值为：

11

0ˆ 4.2
i i

i
ML

x n
X

n
λ == = =

∑



 结果如下表：

ix  in  ˆ ip  ˆ inp  ˆi in np−  2ˆ( )
ˆ

i i

i

n np
np
−

 

0,1 6 0.078 7.8 -1.8 0.415 
2 16 0.132 13.2 2.8 0.594 
3 17 0.185 18.5 -1.5 0.122 
4 26 0.194 19.4 6.6 2.245 
5 11 0.163 16.3 -5.3 1.723 
6 9 0.114 11.4 -2.4 0.505 
7 9 0.069 6.9 2.1 0.639 

8≥  6 0.065 6.5 -0.5 0.0385 
 



 （4）拒绝域为：

 （5）计算χ2=6.2815<12.592，所以不拒绝原假设
，即认为到达计数器的α粒子数服从泊松分布。

28
2 2 2

0.05
1

ˆ( )
(8 1 1)= (6) 12.592

ˆ
i i

i i

n np
np αχ χ χ

=

−
= > − − =∑



 例8.4.3：研究某种建筑材料的抗压强度是否服从
正态分布，200次试验的数据如下：

 试在显著性水平α=0.05下，检验H0：X服从正态
分布。

压强区间（公斤/厘米） 实际频数

190-200 10
200-210 26
210-220 56
220-230 64
230-240 30
240-250 14



§8.5  独立性检验

 一. 独立性检验

1. 吸烟和患肺癌有关吗？

2. 学习成绩好坏和性别有关吗？

3. 能都找到好工作和政治面貌有关吗？

这些都是要讨论两个变量之间是否独立的问题。

 设(X1,Y1),⋅⋅⋅,(Xn,Yn)是来自二维总体(X,Y)的一个
样本，独立性检验就是要检验假设：

H0:X与Y独立; H1:X与Y不独立



 我们把X的取值分成r个部分，分别用A1,⋅⋅⋅,Ar表
示；将Y的取值也分为s个部分，用B1,⋅⋅⋅,Bs表示
。分布列如下：

 因此原假设H0:X与Y独立转化为

X      Y B1 ⋅⋅⋅ Bs

A1 p11 ⋅⋅⋅ p1s p1.

⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅

Ar pr1 ⋅⋅⋅ prs pr.

p.1 ⋅⋅⋅ p.s 1

0 : , 1, , , 1, , .ij i jH p p p i r j s= = =   ，



 上述检验相当于离散情形下带参数的拟合优度检
验。问题：参数是什么？k=?，r=?。

 假设以nij表示落在第AiBj组内的实际频数。

 列联表如下：

1 1 1 1
, ,

s r r s

i ij j ij ij
j i i j

n n n n n n
= = = =

= = =∑ ∑ ∑∑ 

X    Y B1 ⋅⋅⋅ Bs 行和

A1 n11 ⋅⋅⋅ n1s n1.

⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅

Ar nr1 ⋅⋅⋅ nrs nr.

列和 n.1 ⋅⋅⋅ n.s n



 先求参数的极大似然估计。 (X1,Y1),⋅⋅⋅,(Xn,Yn)的
似然函数为：

 当原假设成立时：
1 1

ij
r s

n
ij

i j

L p
= =

=∏∏

1 1 1 1

1 11 1

1 1 1 1
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1 1
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r s r s
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i j i j
i j i j

nn r sr s
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i j i j
i j i j

L p p p p

p p p p

= = = =

− −− −

= = = =
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  = − −  
   

∏∏ ∏ ∏

∑ ∑ ∏ ∏
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   

   





 对数似然函数为：

 令

1 1 1 1

1 1 1 1
ln ln 1 ln 1 ln ln

r s r s

r i s j i i j j
i j i j

L n p n p n p n p
− − − −

= = = =

  = − + − + +  
   

∑ ∑ ∑ ∑       
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
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
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 解得：

 因此可以得到皮尔逊χ2检验统计量如下：

 于是拒绝域为：

1, , 1

1, , 1

i
i

j
j

np i r
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n
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
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




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r s r s
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np p n n n

rs r s r s

χ

χ χ
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− −
= =
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   

 

 

2 2{ (( 1)( 1))}W r sαχ χ= > − −



 例8.5.1：中央民族大学教育学研究室的课题“

学习成绩与道德的认识水平之间的关系”要研究
的问题是，学生的学习成绩与道德认识水平有关
系吗？他们将学生的学习成绩分为优、良、中、
差四个等级，将道德认识水平分为好、中上、中
下、差四档，随机调查了150名同学，调查结果

如下表：问：从调查数据看，道德认识水平与学
习成绩有没有关系？



B道德
A学习 B1 B2 B3 B4

A1 20 8 1 0 29

A2 5 40 14 1 60

A3 0 2 18 6 26

A4 0 1 11 23 35

25 51 44 30 n＝150

求解过程



 解： H0：学习成绩与道德的认识水平之间没有

关系，即H0：X与Y独立。进一步转化为

 检验统计量：

 拒绝域：

 经计算可知χ2=168.8174>16.92，所以拒绝原假设

。即认为学习成绩与道德的认识水平之间存在关
系。

0 : , 1, , 4, 1, , 4.ij i jH p p p i j= = =   ，
24 4
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1 1
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ij i j
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n n n n
n n n

χ
= =

−
=∑∑  

 




2 2 2

0.05(9) (9) 16.92αχ χ χ> = =



二.  齐一性检验

有r个总体， 取值为1,2,…s个水平。第i个总体分布为

( ) ( ), 1, 2, , ; 1, 2, , . q
i j i iP X j f j s i r Rθ θ= = = = ∈ 

下面检验这r个总体分布是否相同。即

0 1 2: rH θ θ θ θ= = = =

建表如下（假设以nij表示落在第i行j列内的实际频数）：

水平
总体    

1 ⋅⋅⋅ s

1 n11 ⋅⋅⋅ n1s n1.

⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅

r nr1 ⋅⋅⋅ nrs nr.

n.1 ⋅⋅⋅ n.s n



利用样本对 ˆ ˆ
i iθ θ θ θ及公共值 做极大似然估计 , 。

可以构造如下χ2分布的统计量：

1
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2
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−
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

拒绝域为：

2 2{ (( 1) )}W r qαχ χ= > −



例题：习题最后一题。

0 1 2

( ) , 1, 2, , ; 1, 2, , .

: , 1, 2, , .

i ij

j j rj j

P X j p j s i r

H p p p p j s

= = = =

= = = = =

 

 

也就是说，这r个总体的分布完全未知

下面考虑特殊情形：

。假设检

。

此时 验为：q=s-1
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

不难计算p

因此 检验统计量为


